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❙♦❧✉t✐♦♥s ❛♥t✐✲♣ér✐♦❞✐q✉❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❞❡
x′′ + cx′ + g(x) = εf (t)
❙✳ ●❛s♠✐
∗
❘és✉♠é ✿ ❆ ❧❛ s✉✐t❡ ❞✬✉♥ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ P✳ ❙♦✉♣❧❡t ♣rés❡♥t❛♥t ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡
q✉✐ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ♥♦♥✲✉♥✐❝✐té ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥t✐✲♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ s❝❛✲
❧❛✐r❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✱ ♦♥ ♣r♦✉✈❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ 4 s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥t✐✲♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❞❡
❧✬éq✉❛t✐♦♥ x′′ + cx′ + αx+ βx3 = εf(t) ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❜✐❡♥ ❞étér♠✐♥é❡
✭c ❡t ε > 0 ❀ α ≥ 0 ❡t β > 0 ✮❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❲✳❙✳
▲♦✉❞✳ P✉✐s ♦♥ ❞♦♥♥❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝♦♥❝rét❡s ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ 3 ♦✉ 4 s♦❧✉t✐♦♥s
♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ éq✉❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡s 2 ❝❛s f ♣❡✉t êtr❡ ♣r✐s❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡✳
❆❜str❛❝t ✿ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ✇♦r❦ ♦❢ P✳ ❙♦✉♣❧❡t ✇❤✐❝❤ ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡
s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ ❛♥t✐♣❡r✐♦❞✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❛ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ♦r❞✐✲
♥❛r② ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✇❡ s❤♦✇✱ ✉s✐♥❣ ❛ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❲✳❙✳ ▲♦✉❞ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ 4
❛♥t✐♣❡r✐♦❞✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ x′′+ cx′+αx+βx3 = εf(t) ❢♦r ❛ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ f ✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❣✐✈❡ ❝♦♥❝r❡t❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ 3 ♦r 4 ♣❡r✐♦❞✐❝
s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s f ❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❛♥❛❧②t✐❝✳
✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❞✬éq✉❛✲
t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❛ été ❧❡ s✉❥❡t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉① ❞❛♥s
❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ✭❝❢✳❬✼❪✱ ❬✹❪✱ ❬✶✶❪✱ ❬✶✺❪✱ ❬✸❪✮✳ ▲♦✉❞ ❬✾❪ ❛ ❝❤❡r❝❤é ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣é✲
r✐♦❞✐q✉❡s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡
x′′ + cx′ + g(x) = εf(t) ✭✶✳✶✮
♣rès ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ♥♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡
x′′ + g(x) = 0 ✭✶✳✷✮
∗▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❏✳✲▲✳ ▲✐♦♥s✱ ❯♥✐✈❡rs✐té P✐❡rr❡ ❡t ▼❛r✐❡ ❈✉r✐❡✱ ❜♦ît❡ ❝♦✉rr✐❡r ✶✽✼✱ ✼✺✷✺✷
P❛r✐s ❈❡❞❡① ✵✺✱ ❋❘❆◆❈❊✳
✶
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛ss❡③ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ■❧ ❡♥ ❛ ❞é❞✉✐t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥
♥♦♠❜r❡ ❛ss❡③ ❣r❛♥❞ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❞❡ ✭✶✳✶✮✳
❇❛❤r✐ ❡t ❇❡r❡st②❝❦✐ ❬✷❪ ♦♥t ét✉❞✐é ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❞❡s s②stè♠❡s ❤❛✲
♠✐❧t♦♥✐❡♥s ❡t ♦♥t ♠♦♥tré ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
x′′ + g(x) = f(t) ✭✶✳✸✮
❛❞♠❡t ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s s✐ f ❡st ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❡t s♦✉s ❝❡r✲
t❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r g ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❛ s✉r✲❧✐♥é❛r✐té à ❧✬∞✳
P♦✉r ❧❛ ♠ê♠❡ éq✉❛t✐♦♥ ❡t s♦✉s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉ ♠ê♠❡ t②♣❡✱ ❉✐♥❣ ❬✺❪ ❛
♠♦♥tré q✉❡ s✐ f ❡st ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ♣❛✐r❡ ♦✉ ✐♠♣❛✐r❡ t♦✉t❡s ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡
❡q✉❛t✐♦♥ s♦♥t ❜♦r♥é❡s✳
❈❡s tr❛✈❛✉① ♣♦s❡♥t ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ s❛✈♦✐r s✐ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥
x′′ + cx′ + g(x) = f(t)
♣❡✉t ❛✈♦✐r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♥✜♥✐ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✱ ❡t ♦♥ ♣❡✉t s❡ ♣♦s❡r ❧❛
♠ê♠❡ q✉❡st✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥t✐✲♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❞❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ q✉❛♥❞
f ❡st ❛♥t✐✲♣ér✐♦❞✐q✉❡✳
❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ f ❡st ❞✐t❡ λ✲❛♥t✐✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ s✐ ❡❧❧❡
✈ér✐✜❡
∀ t ∈ R , f(t+ λ) = −f(t) ✭✶✳✹✮
❖♥ ❞✐t ❛❧♦rs q✉❡ λ ❡st ✉♥❡ ❛♥t✐✲♣ér✐♦❞❡ ❞❡ f ❡t ♦♥ ❛ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿
• ❚♦✉t ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♠♣❛✐r ❞❡ λ ❡st ❛❧♦rs ✉♥❡ ❛♥t✐✲♣ér✐♦❞❡ ❞❡ f ✳
• ❚♦✉t ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣❛✐r ❞❡ λ ❡st ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ f ✳
• ❙✐ f 6≡ 0✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs ✉♥ ♣❧✉s ♣❡t✐t λ0 ✈ér✐✜❛♥t ✭✶✳✹✮ ❀ ❝❡ ♥♦♠❜r❡ ❡st ♣❛r
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❧✬❛♥t✐✲♣ér✐♦❞❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ f ✳
• ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛♥t✐✲♣ér✐♦❞❡s ❞❡ f ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ✐♠♣❛✐rs ❞❡
λ0✳
❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥t✐✲♣ér✐♦❞✐q✉❡s✱ à ❧❛ s✉✐t❡ ❞✬✉♥ tr❛✈❛✐❧ ❞✬❖❦♦✲
❝❤✐ ❬✶✸❪ s✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ❍❛r❛✉① ❬✽❪
❛ ♣r♦✉✈é ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥t✐✲♣ér✐♦❞✐q✉❡s ♣♦✉r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❡✈♦✲
❧✉t✐♦♥ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣♦✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ♦r❞✐♥❛✐r❡ ❞❡
s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡
x′′ + cx′ + g(x) = f(t)
♦ù g ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ C1(R) ✐♠♣❛✐r❡ ❡t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛♥t✐✲♣ér✐♦❞✐q✉❡✳
❊♥s✉✐t❡ ❇❡❛✉❧✐❡✉ ❬✶❪ ❛ ét✉❞✐é ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐❝✐té ♦ù ❡❧❧❡ ❛ ♠♦♥✲
tré✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❣r❛❞✐❡♥t✱ q✉❡ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥t✐✲♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❞❡
♥♦r♠❡s s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t❡s s♦♥t ✉♥✐q✉❡s✳ ❙♦✉♣❧❡t ❬✶✹❪ ❛ ét✉❞✐é ❧✬✉♥✐❝✐té s♦✉s
❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡s ❡t ✐❧ ❛ ❛✉ss✐ ❞♦♥♥é ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♥♦♥✲✉♥✐❝✐té ❞❡s
✷
s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥t✐✲♣ér✐♦❞✐q✉❡s ♣♦✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s❝❛❧❛✐r❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❡♥ ❡①❤✐✲
❜❛♥t ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❛♥t✐✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡ C∞ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
x′′ + x′ + x3 = f
❛❞♠❡t 2 s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥t✐✲♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❞✐st✐♥❝t❡s✳
■❧ ❡st ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r s✐ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❬✾❪ ♥❡ ♣❡r♠❡ttr❛✐t ♣❛s
❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❬✶✹❪✳
❉❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ♦♥ ❛❞❛♣t❡ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ▲♦✉❞ ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ rés✉❧t❛t
s✐♠✐❧❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥t✐✲♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✮ ❛✈❡❝ f ❛♥t✐✲
♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞✬❛♥t✐✲♣ér✐♦❞❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ λ ❡t g ✐♠♣❛✐r❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡ C2(R)✳
❈❡ ♣❛♣✐❡r s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥ 7 ♣❛rt✐❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♦♥
r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ✭✶✳✷✮✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡
♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡st ❡♥♦♥❝é ❞❛♥s ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ✐❧ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ rés✉❧t❛t
❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥t✐✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞❡ ✭✶✳✶✮ ♣rés ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥t✐✲
♣ér✐♦❞✐q✉❡ x0 ❞❡ ✭✶✳✷✮✳ ▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❡
♣❛r❛❣r❛♣❤❡ 5 ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥ rés✉❧t❛t ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥t✐✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞❡
x′′ + g(x) = εf(t) ♣rés ❞❡ x0 ♣rés❡♥té ❡t ❞é♠♦♥tré ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ 4✳ ▲❡
♣❛r❛❣r❛♣❤❡ 6 ❡st ❝♦♥s❛❝ré à ❧✬ét✉❞❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧
♦ù ♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❜✐❡♥ ❞étér♠✐♥é❡ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✮
❛❞♠❡t ❛✉ ♠♦✐♥s 3 s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥t✐✲♣ér✐♦❞✐q✉❡s ♣♦✉r g(x) = αx+βx3 ❡t ❞❡ ♠ê♠❡
♣♦✉r ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ 7 ♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f s❡r❛ ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡✳ ❊♥✜♥ ❞❛♥s
❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ 8 ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬✐❞é❡ ❞✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ 6 ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❝♦♥❝rét❡s ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ 3 ♦✉ 4 s♦❧✉t✐♦♥s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts
❛❜str❛✐ts ❞❡ ▲♦✉❞ ❬✾❪✳
✷ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ x′′ + g(x) = 0
❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛é✲
r❡♥t✐❡❧❧❡ ✿
x′′ + g(x) = 0 ✭✷✳✶✮
❖♥ s✉♣♣♦s❡ ✐❝✐ q✉❡ g ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ C2(R)✱ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ✐♠♣❛✐r❡ t❡❧❧❡ q✉❡
∀x ∈ R , xg(x) ≥ 0
❡t g−1(0) = [−a,+a] ❛✈❡❝ a ≥ 0 ✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ t♦✉t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✷✳✶✮ ❡st ❛♥t✐✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❡♥ t ❡t ❧❡ s✉♣♣♦rt
❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡s ♣❤❛s❡s ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s x ❡t
✸
y = x′ ❡st ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❢❡r♠é❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥
y2
2






❙✐ E = G(0)✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ x(t) ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ I ✭= g−1(0)✮✳
❙✐ E > G(0) ❛❧♦rs x(t) ❡st ❛♥t✐✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ ♥♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ❡t ❧✬❛♥t✐✲♣ér✐♦❞❡







E −G(x) , E = G(A) ✭✷✳✷✮
♦ù A = max(x(t)) ❡st ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✳ ❙✐ τ(A) ❡st ❧✬❛♥t✐✲♣ér✐♦❞❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✷✳✶✮ ❞✬❛♠♣❧✐✲












(E −G(x)) 32 dx)
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù g−1(0) = 0✱ ❡t s✐ g(x) ❡st ♠♦♥♦t♦♥❡ ❞❛♥s ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡
x = 0✱ ♦♥ ❛ ❛✉ss✐














Pr❡✉✈❡ ✿ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ▲♦✉❞ ❬✾✱ ❘❡♠❛r❦✱ ♣✳4❪✳
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✷✳ ❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ s✐ g ❡st ✐♠♣❛✐r❡ ❡t str✐❝t❡♠❡♥t
❝♦♥✈❡①❡ s✉r [0, B)✱ B > 0 ❛✈❡❝ g′(0) > 0 ❛❧♦rs τ ′(A) < 0 ♣♦✉r t♦✉t A ∈ (0, B)✳
✹
✸ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ x′′ + cx′ + g(x) = εf (t) ✿ ❚❤é♦rè♠❡
♣r✐♥❝✐♣❛❧
❙♦✐❡♥t f(t) ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t ❛♥t✐✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞✬❛♥t✐✲♣ér✐♦❞❡ ♠✐♥✐✲
♠❛❧❡ λ✱ x0(t) ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥t✐✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞❡ x
′′ + g(x) = 0 ❞✬❛♥t✐✲♣ér✐♦❞❡
♠✐♥✐♠❛❧❡ τ0 ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ τ0 =
2p+1
2q+1
λ✱ p✱ q ❞❛♥s N✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞❡ ♣❧✉s q✉❡
x′0(0) = 0 ❡t q✉❡ x0(0) = A > 0✳
❙♦✐t τ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♠♠✉♥ ✐♠♣❛✐r ❞❡ λ ❡t ❞❡ τ0✳
▲❡ rés✉❧❛t s✉✐✈❛♥t ♠♦♥tr❡ q✉❡ s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
❛♥t✐✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
x′′ + cx′ + g(x) = εf(t)
❞✬❛♥t✐✲♣ér✐♦❞❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ τ ♣♦✉r ❞❡s ♣❡t✐t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ε ❡t ❞❡ c q✉✐ s❡ ré❞✉✐t
à x0(t) ♣♦✉r ε = 0 ❡t c = 0✳
❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳ ❙♦✐❡♥t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t ❛♥t✐✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞✬❛♥t✐✲
♣ér✐♦❞❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ λ ❡t g ∈ C2(R) ✐♠♣❛✐r❡ ✈ér✐✜❛♥t ✿ ∀ x ∈ R xg(x) ≥ 0 ❡t
g−1(0) = [−a,+a] ❛✈❡❝ a ≥ 0✳
P♦✉r t♦✉t c ∈ R✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
x′′ + cx′ + g(x) = εf(t) ✭✸✳✶✮
❖♥ ✜①❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ x0 ❞❡ ✭✷✳✶✮ ❛✈❡❝ x
′
0(0) = 0 ❡t x0(0) = A > 0 ❡t ♦♥
s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ✈ér✐✜é❡s ✿
τ ′(A) 6= 0, ✭✸✳✷✮∫ τ
0
x′0(t)f(t)dt = 0 ✭✸✳✸✮
❡t ∫ τ
0
x′′0(t)f(t)dt 6= 0 ✭✸✳✹✮
❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ε0✱ γ > 0 ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ δ(ε) ✿[0, ε0] 7→ R+ t❡❧❧❡ q✉❡ lim
ε→0
δ(ε) =
0 ❡t ♣♦✉r |c| < δ(ε) ✭ε < ε0 ✜①é✮ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✮ ❛❞♠❡t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥t✐✲
♣ér✐♦❞✐q✉❡ xε,c ❞✬❛♥t✐✲♣ér✐♦❞❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ τ ❛✈❡❝
∀ ε < ε0 , ∀ c ∈]− δ(ε), δ(ε)[ , |xε,c − x0| ≤ γε.
✺
▲❡ t❤é♦rè♠❡ 3.1 ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❛♥t✐✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞✬✉♥ rés✉❧t❛t ♣r♦✉✈é
♣❛r ▲♦✉❞ ❬✾❪ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s f T ✲♣ér✐♦❞✐q✉❡✳ ■❧ ❛ ❝❤❡r❝❤é ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s
♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
x′′ + cx′ + g(x) = εf(t)
♣rés ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ x0 ✭❞❡ ♣ér✐♦❞❡ ❝♦♠♠❡♥s✉r❛❜❧❡ à T ✮ ❞❡ ❧✬éq✉❛✲
t✐♦♥
x′′ + g(x) = 0.
P♦✉r ❛❜♦✉t✐r à ❝❡ rés✉❧t❛t✱ ▲♦✉❞ ❛ ♣r♦❝é❞é ♣❛r ét❛♣❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❛ ❝♦♠♠❡♥❝é
♣❛r tr❛✐t❡r ❧❡ ❝❛s ♦ù c = 0 ❡t ✐❧ ❛ ♣r♦✉✈é ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡
xε ♣rès ❞❡ x0 ✳ ❊♥s✉✐t❡ ✐❧ ❡st ♣❛ssé ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t
♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❝❡tt❡ ❢♦✐s ❝✐ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ♣rés ❞❡ xε✳
P♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ 3.1✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❧❛ ♠ê♠❡ ❞é♠❛r❝❤❡✳
✹ ▲❡ ❝❛s s❛♥s ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥
❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s❛♥s ❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t
x′′ + g(x) = εf(t) ✭✹✳✶✮
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ 3.1 s♦♥t
s❛t✐s❢❛✐t❡s✳
■❧ ❡①✐st❡ ε0 ❡t γ > 0 t❡❧s q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ε < ε0 ❛✈❡❝ ε ✜①é✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✮ ❛❞✲
♠❡tt❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥t✐✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ xε ❞✬❛♥t✐✲♣ér✐♦❞❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ τ ❡t ✈ér✐✜❛♥t
||xε − x0||C1(R) ≤ γε✳
P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ y′′ + g′(x0(t))y = f(t) ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡
s♦❧✉t✐♦♥ h1 τ ✲❛♥t✐✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ t❡❧❧❡ q✉❡ h
′
1(0) = 0 ❡t ♦♥ ❛






x′0(t)) + o(ε) ✭✹✳✷✮
Pr❡✉✈❡ ❖♥ ✈❛ ❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r ét❛❜❧✐r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ h1✳
p(t) := x′0(t) ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ τ0✲❛♥t✐✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
y′′ + g′(x0(t))y = 0 ✭✹✳✸✮
❙♦✐t q(t) ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ✈ér✐✜❛♥t pq′ − p′q = 1 ❡t
q′(0) = 0 ✭pq′ − p′q ❡st ❧❡ ✇r♦♥s❦✐❡♥ ❞❡ p ❡t q✮ ✳
✻




P✉✐sq✉❡K 6= 0✱ p(t) ❡t s❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s s♦♥t ❧❡s s❡✉❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥t✐✲♣ér✐♦❞✐q✉❡s
❞❡ ✭✹✳✸✮✳ ❆✐♥s✐ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
y′′ + g′(x0(t))y = f(t) ✭✹✳✹✮




❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡✱ t♦✉t❡ s♦❧✉t✐♦♥ y ❞❡
✭✹✳✹✮ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡




P✉✐sq✉❡ p(0) = 0✱ p(τ) = 0✱ q(0) = 1
g(A)
❡t q(τ) = 1
g(A)
✱ ♦♥ ❛
∀ C ❡t C ′, y(0) = −y(τ).
❈❤❡r❝❤♦♥s C ❡t C ′ t❡❧s q✉❡ h1 s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✹✳✹✮ ✈ér✐✜❡ h
′
1(0) = −h′1(τ) = 0
s❛❝❤❛♥t q✉❡ p′(0) = −g(A)✱ p′(τ) = g(A)✱ q′(0) = 0 ❡t q✉❡ q′(τ) = Kτg(A)✳
❖♥ ❛ ❛❧♦rs ❧❡ s②stè♠❡
{ −Cp′(0) = 0








q(s)f(s)ds ❝❡ q✉✐ ❛ss✉r❡










❙♦✐t x(t, ξ, η, ε) ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✹✳✶✮ ✈ér✐✜❛♥t
x(0) = A+ ξ et x′(0) = η
❖♥ ✈❡✉t tr♦✉✈❡r ξ ❡t η ❝♦♠♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ε t❡❧❧❡s q✉❡ x(t, ξ, η, ε) s♦✐t τ ❛♥t✐✲
♣ér✐♦❞✐q✉❡✳ ❡t ♣♦✉r ❝❡❧à✱ ♦♥ ✈❛ ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✐♠♣❧✐❝✐t❡s✳
❙♦✐❡♥t F (ξ, η, ε) ❡t G(ξ, η, ε) ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ✿
F (ξ, η, ε) = x(τ, ξ, η, ε) + x(0, ξ, η, ε) = x(τ, ξ, η, ε) + A+ ξ
✼
G(ξ, η, ε) = x′(τ, ξ, η, ε) + x′(0, ξ, η, ε) = x(τ, ξ, η, ε) + η
▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬❛♥t✐✲♣ér✐♦❞✐❝✐té ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ✿
F (ξ, η, ε) = G(ξ, η, ε) = 0
❖♥ ♥♦t❡ q✉❡ F (0, 0, 0) = G(0, 0, 0) = 0 ♣✉✐sq✉❡ x0(t) ❡st τ ✲❛♥t✐♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❡t
x′(0) = 0✳
P♦✉r ❧❡ r❡st❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s
♣r❡♠✐èr❡s ❞❡ F ❡t G ❡♥ (0, 0, 0) ❡t ❧❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s s❡❝♦♥❞❡s ❞❡ F ❡♥
(0, 0, 0)✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❡♥♦♥❝❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t q✉✬♦♥ ét❛❜❧✐t
❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❡♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ▲♦✉❞ ❬✾✱ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ 1✱ ♣✳18❪✳















❆❧♦rs ❡♥ (0, 0, 0) ❧❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s ❞❡ F (ξ, η, ε) ❡t ❞❡ G(ξ, η, ε)
❡t ❧❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s s❡❝♦♥❞❡s ❞❡ F (ξ, η, ε) ♦♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs s✉✐✈❛♥t❡s ✿
Fξ = 0; Fη = 0; Fε = 0;
Gξ = Kτg(A)
2; Gη = 0; Gε = −B1g(A)2;
Fξξ = K
2τ 2g(A)3; Fξη = −Kτg(A); Fηη = 0;






P✉✐sq✉❡ Gξ(0, 0, 0) 6= 0✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❬✾❪✱ ❧✬✐❞é❡ ❡st ❞❡ r❡s♦✉❞r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
G(ξ, η, ε) = 0 ♣♦✉r ξ ❝♦♠♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ η ❡t ε ✿ ξ = H(η, ε)✳ ❉✬❛♣rès ✭✹✳✺✮
♦♥ ❛ ❡♥ (0, 0) ✿




❙✐ ♦♥ ❞é✜♥✐t J(η, ε) ♣❛r
J(η, ε) = F (H(η, ε), η, ε),
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ré❞✉✐t à rés♦✉❞r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ J(η, ε) = 0 ♣♦✉r η ❝♦♠♠❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ ❞❡ ε✳ ξ ❡st ❛❧♦rs tr♦✉✈é❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ε ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ξ = H(η(ε), ε)✳
✽
P❛r ❞❡s ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ✭✹✳✺✮
❡t ✭✹✳✻✮ ♦♥ tr♦✉✈❡ ❡♥ (0, 0)
J = 0; Jη = 0; Jε = 0
Jηη = 0; Jηε =
B3
g(A)2
; Jεε = − 2B4g(A)
❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✐♠♣❧✐❝✐t❡s s✐♥❣✉❧✐❡r ❛❞❛♣té à ❝❡tt❡
s✐t✉❛t✐♦♥ ✭❬✻❪ ♣❛❣❡ 101✮✱ ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ η(ε)
s❛t✐s❢❛✐s❛♥t J(η(ε), ε) = 0✱ ❡t t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r ε = 0










❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t H(η, ε) ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ξ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ε ♣♦✉r ε ♣rés ❞❡ 0✳
❖♥ tr♦✉✈❡ ♣♦✉r ε = 0






▲❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❛❝❤è✈❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s F (ξ, η, ε) = G(ξ, η, ε) =
0 ♣♦✉r ξ ❡t η ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ε ♣♦✉r ε ♣rés ❞❡ 0 ❡t ❝❡❝✐ ♣r♦✉✈❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥t✐✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ ♣♦✉r ε ♣❡t✐t✳
P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✭✹✳✷✮ ♦♥ é❝r✐t
x(t) = x0(t) + εx1(t) + o(ε),
❡t ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❬✾✱ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ 5✱ ♣✳17❪ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
x1(t) = h1(t) + Cx
′




✺ ▲❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ✿ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ 3.1
❆✈❛♥t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ 3.1 ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t
✭❝❢✳ ❬✸❪ ❡t ❬✻❪✮✳
✺✳✶ ▲❡♠♠❡
▲❡♠♠❡ ✺✳✶✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ s②stè♠❡
x′ = f(t, x, c), (∗)
♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❢ ❡st ❛♥t✐✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞✬❛♥t✐✲♣ér✐♦❞❡ τ ✱ fx ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡✱ f ❡st
❝♦♥t✐♥✉❡ ❡♥ (t, x, c) q✉❛♥❞ (t, x) ❡st ❞❛♥s ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ V ❞✉ ♣❧❛♥ ✭t✱①✮ ❝♦♥t❡✲
♥❛♥t ❧❛ ❝♦✉r❜❡ (t, x∗(t)) ❡t q✉❛♥❞ |c| ❡st ♣❡t✐t ♦ù x∗ ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ τ ❛♥t✐✲
♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ (∗) ♣♦✉r µ = 0✱ f ❛❞♠❡t ❞❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ♣❛r
r❛♣♣♦rt à xi✱ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ x✱ q✉✐ s♦♥t ❝♦♥t✐♥✉❡s ❡♥ ✭t✱①✱❝✮ ❡t ✈ér✐✜❛♥ts
∂f
∂xi
((t, x∗(t), o)) ❡st τ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✳






((t, x∗(t), o))y = fx(t, x
∗(t), 0)y
♥✬❛ ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬❛♥t✐✲♣ér✐♦❞❡ τ ✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r |c| ♣❡t✐t❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ (∗) ❛❞♠❡t
✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ x = x(t, c) ❛♥t✐✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❡♥ t ❞✬❛♥t✐✲♣ér✐♦❞❡ τ ✱ ❝♦♥t✐♥✉ ❡♥ ✭t✱❝✮
❡t ❛✈❡❝ x(t, 0) = x∗(t)✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♥ ❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥t✐✲♣ér✐♦❞✐q✉❡
❞✉ s②stè♠❡
y′ = fx(t, x
∗(t), 0)y




Pr❡✉✈❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡ 5.1 ✿
▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ (∗) q✉✐ ♣r❡♥❞ ♣♦✉r t = 0 ❧❛ ✈❛❧❡✉r x∗(0) + α ♦ù |α| ❡st ♣❡t✐t
s❡r❛ ♥♦té❡
ϕ = ϕ(t, α, c).
❉✬❛♣rès ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ϕ✱ ♣♦✉r q✉❡ ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ s♦✐t ❛♥t✐✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞✬❛♥t✐✲
♣ér✐♦❞❡ τ ✐❧ ❢❛✉t ❡t ✐❧ s✉✣t q✉❡
ϕ(τ, α, c) = −ϕ(0, α, c)
❝❡ q✉✐ ✈❡✉t ❞✐r❡
ϕ(τ, α, c) + x∗(0) + α = 0.
✶✵
P♦✉r c = 0 ❧❡ s②stè♠❡ ❛ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ α = 0✳
❙✐ ❧❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥ ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ α ❡st ♥♦♥ ♥✉❧
à c = 0✱ α = 0✱ ❛❧♦rs ❧❡ s②stè♠❡ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ α = α(c) ❞❛♥s ❧❡
✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ c = 0✱ ♦ù α ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡♥ c ❡t α(0) = 0✳
▲❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥ ❡st ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
ϕα(τ, 0, 0) + I (∗∗)
❙✐ ❧❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥ ♥❡ s✬❛♥♥✉❧❡ ♣❛s ❛❧♦rs ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥t✐✲♣ér✐♦❞✐q✉❡
x ❞❡ (∗) ❡st ❡t❛❜❧✐ ♣♦✉r |c| ♣❡t✐t ❡♥ ♣♦s❛♥t
ϕ(t, α(c), c) = x(t, c)
❉❡ ♣❧✉s ❞❛♥s ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ x∗(t)✱ ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞étér♠✐♥é❡
♣✉✐sq✉❡ α(c) ❡st ✉♥✐q✉❡✳
▲❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥ ❡st r❡❧✐é à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛r✐sé❡ ❞❡ (∗) ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
x∗ ❀ ❡♥ ❡✛❡t s✐ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
ϕ′(t, α, c) = f(t, ϕ(t, α, c), c)
❡st ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s αi ❞❡ α✱ ✐❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉❡ ♣♦✉r
c = 0✱ α = 0 ❡t ♣✉✐sq✉❡ ϕ(t, 0, 0) = x∗(t) q✉❡
ϕ′α(t, 0, 0) = fx(t, x
∗(t), 0)ϕα(t, 0, 0)
❉♦♥❝ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Ψ(t) = ϕα(t, 0, 0) ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❧✐✲
♥é❛r✐sé❡ ❡t ♣✉✐sq✉❡ ϕα(0, 0, 0) = I ❛❧♦rs ❝✬❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡✱ ❞♦♥❝
❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❛ss♦❝✐és à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛r✐sé❡ y′ = fx(t, x
∗(t), 0)y
s♦♥t ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ ✿
det(Ψ(τ)− λI) = 0
♦r Ψ(τ) + I ❡st ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ (∗∗) ❞♦♥t ❧❡ ❞étér♠✐♥❛♥t ❡st ❧❡ ❥❛❝♦✲
❜✐❡♥✳
❉♦♥❝ ❧❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥ s✬❛♥♥✉❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ λ = −1 ❡st ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❞❡
det(Ψ(τ) − λI) = 0 ❡t ❞❡❧à ♣♦✉r q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ (∗) ❛❞♠❡t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
❛♥t✐✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞✬❛♥t✐✲♣ér✐♦❞❡ τ ✐❧ s✉✣t q✉❡ λ = −1 ♥❡ s♦✐t ♣❛s ✉♥❡ r❛❝✐♥❡
❞❡ det(Ψ(τ)− λI) = 0✳
✺✳✷ Pr❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ 3.1
❙♦✐t xε(t) ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥t✐✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ tr♦✉✈é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ 4.1✳
▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛r✐sé❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
x′′ + g(x) = εf(t), ✭✺✳✶✮
✶✶
❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ xε(t)✱ ❡st ✿
y′′ + g′(xε(t))y = 0, ✭✺✳✷✮
❙✐ ✭✺✳✷✮ ❛ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ τ ✲❛♥t✐✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ❛❧♦rs ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ 2τ ✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ 2τ ✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ ✭✺✳✷✮✳ ❉✬❛♣rès
❬✾❪ ❝❡❝✐ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳
❉♦♥❝ ❞✬❛♣rés ❧❡ ❧❡♠♠❡ ♣ré❞é❞❡♥t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥t✐✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞❡
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✮ ♣♦✉r c s✉✣s❛♠❡♥t ♣❡t✐t ❡t q✉✐ s❡ ré❞✉✐t à xε(t) ♣♦✉r c = 0✳
✻ ❊①✐st❡♥❝❡ ❞❡ 4 s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥t✐✲♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❞✐s✲
t✐♥❝t❡s
▲❡♠♠❡ ✻✳✶✳ ❙♦✐t u✱ v ❡t w 3 s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡
x′′ + αx+ βx3 = 0 α ≥ 0, β > 0
❙✐ u+ v + w ≡ 0 ❛❧♦rs uvw ≡ 0.
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❖♥ ❛
u′′ + αu+ βu3 = 0
❡t
v′′ + αv + βv3 = 0
❞♦♥❝
w′′ + αw = β(u3 + v3) = β[(u+ v)3 − 3uv(u+ v)]
❞✬♦ù
w′′ + αw + βw3 = −3βuv(u+ v) = 3βuvw
♦r
w′′ + αw + βw3 = 0
❞♦♥❝
uvw = 0.
❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✷✳ ❙♦✐t x0 ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥t✐✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
x′′ + αx+ βx3 = 0 α ≥ 0, β > 0 ✭✻✳✶✮
❞✬❛♥t✐✲♣ér✐♦❞❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ 3λ ❡t s♦✐t
ψ(t) = x′0(t)− x′0(t+ λ) + x′0(t+ 2λ).
✶✷
■❧ ❡①✐st❡ ε ❡t c ♣♦s✐t✐❢s t❡❧s q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
x′′ + cx′ + αx+ βx3 = εψ′(t) ✭✻✳✷✮
❛❞♠❡tt❡ ❛✉ ♠♦✐♥s 3 s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥t✐✲♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❞✐st✐♥❝t❡s ❞✬❛♥t✐✲♣ér✐♦❞❡ ♠✐♥✐✲
♠❛❧❡ 3λ✳
❘❡♠❛rq✉❡ 6.3 ✿ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✷✮ ❛❞♠❡t ❡♥ ❢❛✐t ❛✉ ♠♦✐♥s 4 s♦❧✉t✐♦♥s
❛♥t✐✲♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❞✐st✐♥❝t❡s ♣✉✐sq✉✬♦♥ s❛✐t ❞é❥❛ q✉✬❡❧❧❡ ❛❞♠❡t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ λ✲
❛♥t✐✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❬✽❪✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ♦♥ ✈❛ ❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r ♠♦♥tr❡r q✉❡ f ≡ ψ′ ✈ér✐✜❡ ❧❡s
❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡ ♣❛♣✐❡r✳
❖♥ ❛ ψ′ ❡st ❛♥t✐✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞✬❛♥t✐✲♣ér✐♦❞❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ λ ❀ ❞❡ ♣❧✉s ψ′ 6≡ 0 ❡♥
❡✛❡t ✿
❙♦✐❡♥t u = x′0(t)✱ v = −x′0(t+ λ) ❡t w = x′0(t+ 2λ)✳
u✱ v ❡t w s♦♥t 3 s♦❧✉t✐♦♥ 3λ ❛♥t✐✲♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❞❡ ✭✼✳✶✮✳
❙✐ ψ′ ≡ 0 ⇒ ψ = x′0(t) − x′0(t + λ) + x′0(t + 2λ) ≡ 0 ⇒ x0(t) − x0(t +
λ) + x0(t+ 2λ) = u+ v + w ≡ 0✳
❉✬♦ù✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ uvw ≡ 0✳
❙✐ u 6≡ 0 ❛❧♦rs u✱ v ❡t w s♦♥t 3 s♦❧✉t✐♦♥s ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡s ❞❡ ✭✼✳✶✮ ❡t ♦♥t ❞♦♥❝ ❝❤❛✲
❝✉♥❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ③ér♦s s✉r (0, λ)✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ uvw ≡ 0✳
❉♦♥❝ u = x′0(t) ≡ 0✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❛❜s✉r❞❡✳
❆✐♥s✐ ψ′ 6≡ 0✳



































ψ′2(t)dt 6= 0 .
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t f = ψ′ ✈ér✐✜❡♥t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✱ ❞❡ ♣❧✉s
g = αx+βx3 ∈ C2 ✐♠♣❛✐r❡ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❡t g−1(0) = {0}✳ ❊♥✜♥ g ❡st st✐❝t❡♠❡♥t
❝♦♥✈❡①❡ s✉r R+✳
❆✐♥s✐✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡t ♦♥ ❛ ❛❧♦rs ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡
ε ❡t c ♣♦s✐t✐❢s t❡❧s q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✷✮ ❛❞♠❡tt❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥t✐✲♣ér✐♦❞✐q✉❡
❞✬❛♥t✐✲♣ér✐♦❞❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ 3λ✳
❙♦✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t x ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥t✐✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞❡ ✭✻✳✷✮ ❞✬ ❛♥t✐✲♣ér✐♦❞❡
♠✐♥✐♠❛❧❡ 3λ✳
P♦s♦♥s
y = −x(t+ λ)
❡t
z = x(t+ 2λ)
♦♥ ❛
−y′′(t)− cy′(t)− g(y(t)) = εf(t+ λ)
♦r
f(t+ λ) = −f(t)
❞♦♥❝ y ❡st ✉♥❡ ❛✉tr❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✻✳✷✮✳
P♦✉r z ♦♥ ❛
z′′(t) + cz′(t) + g(z(t)) = εf(t+ 2λ)
♦r
f(t+ 2λ) = f(t)
❞♦♥❝ z ❡st ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❛✉tr❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✻✳✷✮✳
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✷✮ ❛❞♠❡t 3 s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥t✐✲♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❞✐st✐♥❝t❡s ❀
❡♥ ❡✛❡t x ♥✬❡st ♣❛s λ✲❛♥t✐✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ ⇒ x 6= y✱ ❞❡ ♣❧✉s ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡
❞❡ x ❡st 6λ ⇒ x 6= z✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✿ P✉✐sq✉❡ t♦✉t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✻✳✶✮ ❡st ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡
♠ê♠❡ ♣♦✉r f ✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ 6.2 ❛♠é❧✐♦r❡ ✭♣♦✉r α = 0✮ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❙♦✉♣❧❡t
❬✶✹❪ ❞❛♥s 2 ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✿
• ♦♥ ♦❜t✐❡♥t 4 s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥t✐✲♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ 2✳
• f ❡st ❛♥❛❧②t✐q✉❡✳
✶✹
✼ ●é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✬✉♥ t❡r♠❡
❢♦rç❛♥t s✐♥✉s♦ï❞❛❧
❙♦✐t x0 ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ 3λ✲❛♥t✐✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞❡




























P✉✐sq✉❡ x0(t)− x0(t+ λ) + x0(t+ 2λ) ❡st ♥♦♥ ♥✉❧ ✭❧❡♠♠❡ 6.1✮ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥ k0 ✐♠♣❛✐r t❡❧ q✉❡ x3k0 6= 0✳











❈❤❡r❝❤♦♥s s♦✉s q✉❡❧❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉r ❧❡s γj✱ f ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉
t❤é♦rè♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✳






















































































0 s✐ k 6= j
λ
2
















P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♦♥ ❛ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳
❚❤é♦rè♠❡ ✼✳✶✳ ❙♦✐t x0 ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥t✐✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
x′′ + αx+ βx3 = 0 α, β > 0 ✭✼✳✶✮












■❧ ❡①✐st❡ ε ❡t c ♣♦s✐t✐❢s t❡❧s q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥







❛❞♠❡tt❡ ❛✉ ♠♦✐♥s 3 s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥t✐✲♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❞✐st✐♥❝t❡s ❞✬❛♥t✐✲♣ér✐♦❞❡ ♠✐♥✐✲
♠❛❧❡ 3λ✳





❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✼✳✸✳ ∀ω0 ∈]
√
α,+∞[✱ ✐❧ ❡①✐st❡ k0 ∈ N✱ ε > 0 ❡t c > 0 t❡❧s q✉❡
❧✬éq✉❛t✐♦♥
x′′ + cx′ + αx+ βx3 = εcos(3k0ω0t+ φ)




✱ ♣♦✉r t♦✉t φ ∈ R✳

















α,+∞[✱ ❞✬❛♣rès ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❢❛✐ts ❛✉ ❞❡❜✉t ❞❡ ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❡t ❡♥













❡t ♣✉✐sq✉❡ x0(t) − x0(t + pi3ω0 ) + x0(t + 2pi3ω0 ) ❡st ♥♦♥ ♥✉❧ ✭❧❡♠♠❡ 6.1✮ ❛❧♦rs ✐❧
❡①✐st❡ ✉♥ k0 ✐♠♣❛✐r t❡❧ q✉❡ x3k0 6= 0✳
❉♦♥❝ s✐ f(t) = cos(3k0ω0t) ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✸✳✸✮ ❡t ✭✸✳✹✮ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧
s♦♥t ✈ér✐✜é❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❡♥s✉✐t❡ ♣❛r tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ét❡♥❞r❡ ❧❡ rés✉❧t❛t à f(t) =
cos(3k0ω0t+ φ)✱ ∀ φ ∈ R✳
✽ ❊①✐st❡♥❝❡ ❞❡ 3 s♦❧✉t✐♦♥s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❞✐st✐♥❝t❡s
❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ s✉✐✈✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ 6 ❛✉ ❝❛s ♣ér✐♦❞✐q✉❡
♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ▲♦✉❞
❬✾❪✳
❚❤é♦rè♠❡ ✽✳✶✳ ❙♦✐t x0 ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
x′′ + αx+ βx3 = 0 α, β > 0 ✭✽✳✶✮
❞❡ ♣ér✐♦❞❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ 3T ❡t s♦✐t
ψ(t) = x′0(t) + x
′




■❧ ❡①✐st❡ ε ❡t c ♣♦s✐t✐❢s t❡❧s q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
x′′ + cx′ + αx+ βx3 = εψ′(t) ✭✽✳✷✮
❛❞♠❡tt❡ ❛✉ ♠♦✐♥s 3 s♦❧✉t✐♦♥s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❞✐st✐♥❝t❡s ❞✬❛♥t✐✲♣ér✐♦❞❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡
3T ✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❡st ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❛ ❝❡❧❧❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡
6.2✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ♠♦♥tr❡r q✉❡ f = ψ′ ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡s
t❤é♦rè♠❡ 5 ❡t 7 ❞❡ ❬✾❪✳
❖♥ ❛ ψ′ ❡st ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞❡ ♣ér✐♦❞❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ T ❀ ❞❡ ♣❧✉s ψ′ 6≡ 0 ✿ ✐❧ s✉✣t
❥✉st❡ ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡ 6.1 ✭❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡
6.2✮ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t u = x′0(t)✱ v = x
′
0(t+ T ) ❡t w = x
′
0(t+ 2T )✳

































ψ′2(t)dt 6= 0 .
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t f ❡t g = αx + βx3 ✈ér✐✜❡♥t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡s t❤é♦rè♠❡s 5
❡t 7 ❞❡ ❬✾❪ ❡t ♦♥ ❛❧♦rs ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ε ❡t c ♣♦s✐t✐❢s t❡❧s q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✽✳✷✮
❛❞♠❡tt❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞❡ ♣ér✐♦❞❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ 3T ✳
❙♦✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t x ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞❡ ✭✽✳✷✮ ❞❡ ♣ér✐♦❞❡ ♠✐♥✐✲
♠❛❧❡ 3T ✳
P♦s♦♥s
y = x(t+ T )
z = x(t+ 2T )
✶✽
♦♥ ❛
y′′(t) + cy′(t) + g(y(t)) = εf(t+ T )
♦r
f(t+ T ) = f(t)
❞♦♥❝ y ❡st ✉♥❡ ❛✉tr❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✽✳✷✮✳
❉❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r z✳
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✽✳✷✮ ❛❞♠❡t 3 s♦❧✉t✐♦♥s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❞✐st✐♥❝t❡s✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ 12 ❞❡ ❬✾❪✱ s✐ α 6= 4n2pi2
T 2
✱ n ∈ N ❛❧♦rs
✐❧ ❡①✐st❡ ε ❡t c ♣♦s✐t✐❢s t❡❧s q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✽✳✷✮ ❛❞♠❡tt❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥
♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞❡ ♣ér✐♦❞❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ T ♣r♦❝❤❡ ❞❡ 0✳
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✽✳✷✮ ❛❞♠❡t ❛❧♦rs 4 s♦❧✉t✐♦♥s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ✿ ✉♥❡
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